CHAPITRE 17 : LIMITES ET CONTINUITE correction MPSI

EXERCICE 101
On a deux cas possibles :
* Soit f(0) = 0 et alors on a trouvé une solution a notre probleme.

. . . fx)
* Soit f(0) # 0. Dans ce cas, on peut considérer la fonction g: x — — sur ]0, +ool.

g est continue sur ]0, +oo[ (par quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule jamais)

et lir{)l g(x) =+oo (car f(0)>0et x—0").
x—0*

Mais alors, par définition de limite, 36 > 0 tel que Yx €]0,0], g(x) =10 > 1. En particulier, on a’ gb)=y;1=210>1.

D’autre part, on saitque lim g(x)=¢<1.
X—+00

En appliquant la définition de limite avec € = ona:3iM>0telqueVx= M, | glx)— €| <e(ouencore: ¥ —¢<

gx)sl+e)

1-¢
Mais alorson a: g(M)=yZS€+T<1.

On a donc trouvé deux points § et M dans ]0, +oo[ tels que g(6) =y1 >1et g(M) = y» < 1.

On peut donc appliquer le théoréme des valeurs intermediaires (g est continue sur ]0, +oo[) pour en déduire qu’il
existe c € [§, M] tel que g(c) =1, c’est-a-dire f(c) = c, ce qui nous permet de conclure.



