TD CHAPITRE 16 : SUITES MPSI

EXERCICE 84

2n 1 noq 2n 1
On remarque que Z - - Z - = -
k=1 k k=1 k k=n+1 k

et que pour tout k € [n+1,2n], % = ﬁ La somme ayant n termes on en déduit que

—_= n —
k=n+1 k 2n
Mais alorsona: Hy =1, H,— H; = %, Hy,—H, = %, wory Hyk — Hpre1 2 % (récurrence immeédiate).

Donc en additionnant on obtient : Hyx — Hy = %, puis | Hyr = > +1

Maintenant, on remarque que (H,) est une suite croissante (a chaque fois on ajoute un terme positif) et non majorée (en

effet, grace a la propriété montrée précedemment, VA >0, 3k e Ntel que 1 + ’EC = Aetdonc H,« = A) donc lirP H;, = +o0.
n—+oo

(on peut aussi montrer que (Hj) est croissante puis raisonner par 'absurde : si (H;) convergeait vers ¢, on obtiendrait

1
(-0 = 2 absurde, donc (H,) ne peut pas converger, donc elle diverge vers +c0).

EXERCICE 85
um+up+-tup1+tu, Utupt-tupy  (n-D(wg+us+-+up+uy) -nlup+up+ -+ Up-q)

l. v, — vy =

n n-1 nn-1)
—ur—uUp—-—up1+m-Du,
B nn-1) '
. —Uy—Up—--—Up-1+(n—-Duy .
Or comme (u;,) est croissante,ona u;, = u; Vk e [1,n—1] donc ( D = 0 ce qui nous permet
nn-
de conclure que (v,) est croissante.
2.
Uy+---+up, loug+--+uy Upsr+---+Uzy
Von = = —( + )
2n 2 n n
ur+---+u Upy1+--+ U nu
Or—n:vnet 1 %> n=un(caruk>und€[[n+1,2n]]).
n n n
Up+ Uy

Par conséquent : uy, = 5

3. (vy) estune suite croissante et (v,;) est majorée par ¢ (car u; < ¥k € N). Donc (v,) est une suite convergente.
Soitlim, . oo Uy =0 €R.

On passe a la limite dans I'inégalité trouvée a la question précedente et on obtient

. o Up+v o+ /7
lim vy, = lim —2 o {¢'>
n—+oo —+00 2 2

0'=0.

Mais on sait que ¢’ < ¢ (car (v,) est majorée par ¢) donc ¢’ = ¢.



